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１ はじめに
最適化問題を考える場合､ 多くの組合せの中
に最適値が存在する組合せを求める例は多い｡
整数線形計画問題に帰着される最適化問題はそ
のような場合に相当すると言える｡
筆者らは､ 今までに部品種類数の最適化問題
に取り組んできた[1][2]｡ これは､ 製品を構成す
る部品種類数を､ 製品を製造・販売をする上で､
最適な部品種類数に設定する最適化問題である｡
その最適部品種類数問題の一環で､ 同じ要素区
分から構成される組合せの生起確率を保つこと
を条件の一つにして､ ある評価のもとで最適な
組合せ群を求める問題 (組合せの最適分割と言
える｡) を検討してきた｡ このレポートでは､
その問題を若干一般化した記述を取り入れなが
ら説明をする｡
すなわち､ 今ここに数種の要素があり､ 各要
素には数種の区分がある場合､ その区分同士か
ら構成される組合せ全体に対して､ ある評価軸
からの最適値を与える組合せの分割群を求める
問題である｡ 各要素にある区分の種類にはそれ
ぞれ生起確率があり､ 種類毎の生起確率を確保
しつつ最適値を評価をする問題である｡
身近な事に例えて説明をする｡ オブジェクト
指向におけるクラスとその属性､ 各属性の種類
が実現されることにより生じるオブジェクトが
一つ一つの組合せに当てはまると考える｡ ある
いは､ 集約クラスやコンポジションとそのオブ
ジェクトに置き換えて考えてもよい｡ 組合せを
オブジェクトと解釈することにする｡ 人をクラ
スとして取り上げるなら､ 性別や血液型､ 出身
県等が属性となり､ 性別や血液型､ 出身県等の
各属性の違いが組合わさって組合せ (人､ オブ
ジェクト) が実現する｡
ところで､ いま人の集団で､ 各属性の種類に
は予測があり､ 性別に関して男女の生起確率は
それぞれ05､ 血液型のそれは 型 03､ 型
04､ 型03､ 型 0 となる100人の集団が居
たとする｡ その集団は性別と血液型の違いから
６グループに分割されてグループ全体として何
らかの評価をされるがグループ全体でみれば､
性別と血液型の割合は保たれているが各グルー
プの人数は不確定とする｡ その時に､ グループ
に対するある評価に最適な組合せのグループ分
けはどのようになるか､ あるいは､ 男性で
型のグループは10人であることが既に確定して
いるとき､ 評価に最適な組合せのグループ分け
を求めようとするものである｡ そのような問題
を解くことをテーマに考える｡ オブジェクト指
向における振る舞いは例えようとするものでは
ないが､ 強いて言えば､ 各属性の同じ種類を持
つオブジェクトの集団が生起確率を満たすこと
と､ 同じ属性の種類からなるオブジェクトが集
団として評価されることが､ 振る舞いとも考え
られる｡
どのような評価をするかは問題によるもので
あるが､ 分割されたそれぞれの組合せの数が平
均化される場合と一般的な評価をする場合の解
法について説明をする｡
２ 組合せの表現
オブジェクト指向における属性は､ 情報処理
では普通に使用されており､ 理解され易いと考
え､ 組合せの仕組みを説明するために今後も属
性を使用することとする｡
また､ この章で説明する内容は､ 今迄のレポー
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ト[2]の説明と重複する部分もあるが､ 後述の内
容に必要なことを追加していること､ この度､
“属性”の言葉を使用することから､ 改めて説
明することとする｡
２.１ 組合せ
今､ あるもの (クラス) が､ ある数の属性の
組合せによって決められ､ 各属性にはいくつか
の種類があることによりいくつもの組合せ (オ
ブジェクト) ができるものとする｡ 今､ それら
の属性を



と表す｡ 属性には個の種類があるとし､
それらを




と表す｡ 個の属性がもつ､ それぞれの種類の
組合せを全て (数学で言ういわゆる直積にあた
る｡) を考えれば､ その属性とそれぞれの種類
からなる組合せは図１のようにまとめられる｡
属性の数およびそれらの種類数は､ 既に検討
してきた最適化問題[1]について言えば､ 概ね



であった｡ しかし､ 本レポートで述べる確率の
ある組合せの分割問題のみに限れば､ これらの
数より小さい数 (現実的な最適化問題が考えら
れるであろうとする意味で｡) と言える｡
上のような､ 個の属性の種類の組合せで構
成される組合せの数は 個であ
る｡ これらの組合せの任意の一つを







と表すことができ､ 従って､ 属性の種類の組合
せ全体は集合







  


と表わせる｡ さらに表現を簡略にするため､ 個々
の組合せをその属性の種類の下付きの添字の組
と同一視することもできる｡ すなわち､ 対応






	
を考えることにより､ 属性の種類の組合せ全体
を次のような個の自然数の組についての､
ある一定な集合として表せる｡

  


２.２ 禁止と限定の組合せ
本レポートで述べる組合せ問題の実際問題へ
の適用を考慮するとき､ 考えられる組合せ全て
は対象にならない｡ 全体の中のある組合せは禁
止や限定という考え方で除外される｡ 現実問題
では､ この組合せは販売の対象としないことや､
この組合せに限って販売する等に当たる｡ その
ことを説明する｡
各属性の種類から構成される組合せのうち､
属性の内のある数の属性と､ それら属性がもつ
種類の内のある種類についての組合せは､ 考慮
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図１ 属性の種類の組合せ
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の対象として除かれることがあるとする｡ すな
わち､ 禁止の組合せがあるものとする｡ 禁止の
組合せは個あるものとし､ それぞれについ
て禁止を規定する属性の種類の集合を

とする｡ ここに､ 集合 は属性の全体
の部分集合であっ
て､ また､ 各 について属性と
の対応 が定められているとする｡ 禁止
の対象となる組合せの種類を規定するためには､
に属する各属性について､ 属性の種類を特
定する必要がある｡ そこで､  である各
に対して､   


となる属性のある種類
が禁止の対象になるとする｡ このとき､ 禁止属
性集合に基づく禁止の対象となるものの組
合せ (単に禁止ともいう｡) の全体は
 
 である各 について 


 



と表せる｡ また､ 禁止の全体は
 		
である｡
属性の種類から組合せ可能な組合せ全体のう
ち､ ある属性とその種類については､ ある特定
な種類の組合せを含むものだけに限定して考え
る場合がある｡ これらは､ 禁止と反対の考えに
立つものであるが､ 禁止と同様に､ 以下のよう
に表せる｡ 限定の対象となる属性､ すなわち､
限定される属性の種類の組合せが個あるも
のとし､ それぞれについて限定を規定する属性
の集合を
	
とする｡ ここに､ 	は属性全体の集合
の部分集合である｡ また､ 	に含まれる各 
について､  
 となる属性のある種類
が限定の対象となるとする｡ このとき､ 限定さ
れる属性の集合	に基づく限定の対象となる
属性の種類の組合せ (単に限定ともいう｡) の
全体は
	 
 	である各 について 


 




と表せる｡ さらに､ 限定の全体は
	 		
となる｡
属性の種類の可能な組合せ全体は集合と
して表現された｡ 最適化問題での対象となる組
合せの種類の全て
は､ の部分集合であり､

 	 


となる｡ ここに､ は集合のにおける補
集合である｡
考える問題にもよるが､ 各種のデータの多く
の場合に対して､ 繰り返し最適値を求める必要
もあり､ 全体の組合せの中で､ 如何に計算の時
間を短く､ 禁止の組合せを除き限定となる組合
せに絞るかが大切になる｡
２.３ 組合せの問題
このように
として表現できる組合せの中
で､ 最適化問題が考えられることになる｡ たと
えば､ 属性の種類の組合せに値を持たせて最適
値問題が考えられる｡ その値の持ち方は､ 組合
せを構成する属性の種類の値の総和から組合せ
の値を考えること等である｡ 実際問題への応用
では､ たとえば､ 値はその属性を実現する費用
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を意味することになる｡
属性種類



  

の値が



  

であるとすれば､ 組合せを構成する属性の種類
が






  

であれば､ その組合せのもつ値は
 





(一定値)
とする｡ このような値を持つとしたとき､ 組合
せ間に順序を設けて組合せ間の代替問題の解決
策を述べたものが既に報告しているレポート[1]
である｡ 値の持ち方もいろいろ考えられ､ 非線
形の式で表現される最適化問題であれば計算時
間に何らかの工夫を要することになる｡
２.４ 確率のある組合せ
組合せに確率を考えることについて述べる｡
考慮の対象としているものの属性の種類につ
いてその生起確率が決まっている､ あるいは予
測できるものとする｡ 実際問題で考えるなら､
それは､ 過去からの商品の販売実績であったり､
計画している商品の販売予測であったりする｡
すなわち､ 属性 には､ 属性
の種類によって生起確率があり､ 次のように表
せるとする｡
先に述べたように､ ある属性の組合せには禁
止や限定がある｡ 組合せは集合	
の要素とし
て表されているが､ 組合せができる条件に各属
性の種類の生起確率を考えることにより､ 新た
な最適化問題が考えられる｡ 全ての組合せが実
現可能で､ 各属性が独立に生起確率を持つとす
れば､ ある数からなる組合せ全体の分割は､ 全
体を各組合せを構成する属性種類の生起確率の
積に比例配分することで決めることが極自然で
ある｡ しかし､ 属性の組合せの禁止や限定によっ
て全ての属性の全ての種類の組合せにならない
ことに加え､ 独立以外の各属性間の関係を考慮
しなければならないある目的をもった組合せの
分割問題が考えられることになる｡
３ 確率のある組合せ分割問題
３.１ 問題の説明
今迄に述べた属性の種類の組合せ全体とそれ
ぞれの組合せ数を決める変数を次の表１に示す｡
すなわち､
 




であり､ は､ それぞれの属性
の種類の組合せ数とする｡ 組合せの全体数を
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種類  

  

 計
確率  

  

 １
 
 …  変数
１  …  
２  …  
… … … … …
  …  
… … … … …
  
 …  


表１ 組合せ全体とその数
 



としたときに､ 予めは与えられるとする｡
それぞれのに対応する組合せの数の集
合を

とする｡ 可能な組合せ全てを列挙したが､ 禁止
や限定を考えるため､
 	



とする｡ また､ 予め与えられた値を持つ組合せ､
 
	

	
は既知
 
 
があるとする｡ これは､ 何かの理由で､ 強制的
に決めたい組合せの数を指示することにあたる｡
今､




を属性の､ 番目の属性種類をもつ組合せ
の全体数とする｡
このレポートで考える組合せの分割問題は､
ある評価のもとに､


 






を満たして､
  


 



を求める問題である｡
３.２ 分割最適化問題とその解法
組合せ分割の評価として､
１) 既に述べた式(1)の値の評価
２) 分割された組合せ群の数を平均化する
３) 他の評価指標を設ける
が考えられる｡
１) に関して言えば､ 属性実現に要する値を
式(1)のみで表すなら､ 属性の種類の生起確率
を組合せ全体で保証できる限りにおいては評価
にはならない｡ 生起確率と値との何らかの関係
を評価することになれば新たな問題も考えられ
る｡
２) の各群の組合せ数を平均化することの意
味は､ 言葉通りに､ それぞれの分割された組合
せ群がその数において出来るだけ平均化される
ことであり､ 式で表せば次のようになる｡
 








 









 
ただし､ 






ラグランジェ定数
禁止や既知の組合せにより､ 必ずしも一意に
は解けない｡ また､ 必ずしも整数の組合せ数で
決まらないので､ 実数の組合せ数から実数に近
い整数の組合せ数を求めることになる｡
３) に関して言えば､ 何かの評価の式があり､
しかも各属性の種類の生起確率を保ちながら最
適解を計算するには､ 組合せ全体に対する直接
の計算で分割を求めることも一つの方法である｡
組合せ全体への直接の計算を考える場合､ 生起
確率から与えられる条件式の数は､ 禁止等
を考慮しなければ､
 





であり､ 各組合せの数に関し
て､ 組合せを構成する属性の種類の生起確率が､
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であるとすれば､
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が言える｡ この条件と､



 

	




	



であることから､ 全体数と生起確率に関するの
条件式からなる連立方程式､

	
 


 

 
により､ 消去計算をすることより､ 

の数の変数からなる一次方程式


 
	 
	
を満たす､ 整数､ 実数､ あるいは (丸めた) 整
数からなる の組合せをもと
めながら､ 生起確率条件を満たす最適な組合せ
を求めることになる｡ しかし､ 禁止や限定､ 既
知の値の組合せを考慮に入れるなら､ より少な
い変数や条件式での計算になる｡
ところで､ 一組のを挙げた
が､ 同時に個の組､ すなわち､

を考えることもできる｡ しかし､ 組全体として､
また各組としての生起確率に対する考えを取り
入れた条件式を立てなければならない｡
３.３ 計算例
素直で簡単な例ではあるが､ 実際の計算結果
を示す｡
すなわち､ あるクラスは３個の属性からなり､
第１の属性は {黒､ 白} からなり､ 黒の生起確
率は01､ 白のそれは09であるとする｡ 同様に､
第２の属性は {赤､ 茶} からなり､ それぞれ､
04､ 06である｡ 第３の属性は､ {青､ 紫} か
らなり､ それぞれ､ 05､ 05であるとする｡ こ
の属性と生起確率をもとに､ 100の組合せを分
割する計算をしてみる｡
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属性１ 属性２ 属性３
種類 確率 種類 確率 種類 確率
黒 01 赤 04 青 05
白 09 茶 06 紫 05
表２ 属性とその生起確率
 属性１ 属性２ 属性３
1 黒 赤 青
2 黒 赤 紫
3 黒 茶 青
4 黒 茶 紫
5 白 赤 青
6 白 赤 紫
7 白 茶 青
8 白 茶 紫
表３ 属性とその組合わせ
表４ 表３に基づく組合せ分割
 解１ 解２ 解３ 解４ 解５ 解６
1 2 0 0 0 2 2
2 2 0 (8) (8) 2 2
3 3 5 2 (8) 4 2
4 3 5 0 0 2 28
5 18 20 18 16 (0) (0)
6 18 20 15 16 36 39
7 27 25 30 26 (0) (0)
8 27 25 27 26 54 27
計 100 100 100 100 100 100
解１の組は確率の積で全体の組合せ数100を
分割した結果である｡ 解２の組は各属性の生起
確率をそれぞれ保ちながら各組合せ数を平均に
近くなるように分割した結果であり､ 解３の組
は2 の組合せ数を予め８に設定した時に平
均化した結果である｡ また､ 解４の組は､ 2,
3 の組み合せ数を予め８に設定した結果であり､
解５の組は､ 5, 7 の組み合せを禁止 (0)
に設定した結果である｡
計算は､ 既に述べた平均化の式(2) を直接に
解くことによって求めた｡ 解４では､ 属性１の
条件は既知の値から既に成立していない｡ しか
し､ 属性１の条件に最も良い条件で近づけられ
ている｡ 解５では､ 属性１､ ２の生起確率を優
先させた結果になっている｡ 一方､ 生起確率を
満足することは不可能なので､ 各属性の生起確
率に対する誤差を最小化することも考えられる｡
すなわち､ 次の式を解くことを考える｡
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そのようにして計算した結果が解６である｡
４ おわりに
確率を持つ属性種類から構成される組合せ群
(オブジェクト群) がある｡ ただし､ ある特定
の属性種類については､ その組合せに禁止も存
在する｡ そのような組合せの群に対して､ 各属
性種類の出現確率を満たすことに加えて､ 他の
関数で表現される条件をも充たして､ 組合せ群
を数種類の群に分割する問題を考えた｡ その際､
各属性種類の出現確率を充たしながら整数個の
組合せの群を分割することは､ 多くの場合､ ま
た組合せを構成する属性とその種類の数が増す
ほどに､ 整数個の組合せからなる数個の群に分
割することは困難である｡ しかし､ 数個の組合
せ群を評価する関心の持てる指標を見出すなら
ば､ 改めて考察を試みたい｡
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